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Resumo
Neste trabalho, estudamos superfcies tipo-espaco imersas no espaco de Lorentz-Heisenberg
tridimensional que possuem curvatura media constante nula, denominadas superfcies
maximas. Mostramos que a aplicac~ao de Gauss de tais superfcies e uma aplicac~ao
harmo^nica na esfera de Riemann trivial, C[f1g, munida com uma metrica conforme. Re-
solvemos o problema de Calabi-Bernstein mostrando a n~ao existe^ncia de gracos maximos
inteiros no espaco de Lorentz-Heisenberg e perturbando a diferencial de Hopf, obtemos
diferenciais quadraticas holomorfas em superfcies maximas neste espaco. Por m, cons-
trumos uma corresponde^ncia entre superfcies de curvatura media constante n~ao nula em
R3 e superfcies maximas no espaco de Lorentz-Heisenberg.
Palavras-chave: Espaco de Lorentz-Heisenberg. Aplicac~ao harmo^nica. Corresponde^ncia
entre superfcies. Superfcies maximas.
Abstract
In this paper, we study the spacelike surfaces with zero mean curvature immersed in the
Lorentz-Heisenberg space, called maximal surfaces. We prove that de Gauss map of maxi-
mal surfaces are harmonic maps into the trivial Riemann sphere, C[f1g, endowed with
a conformal metric. We solve the Calabi-Bernstein problem showing the nonexistence of
entire maximal graphs in the Lorentz-Heisenberg space, and disturbing the Hopf dieren-
tial, we obtain holomorphic quadratic dierentials on the maximal surfaces. We build a
correspondence between non-zero constant mean curvature surfaces in R3 and maximal
surfaces in the Lorentz-Heisenberg space.
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As superfcies mnimas, de um ponto de vista variacional, s~ao os pontos crticos do
funcional area em espacos que possuem metrica positiva denida. Esta condic~ao e equi-
valente ao fato de que sua curvatura media seja nula em todos os pontos da superfcie.
A nomenclatura \mnima" vem do problema proposto por Lagrange em 1760: dada uma
curva   simples e fechada em R3, achar uma superfcie de area mnima que tem   como
fronteira, veja [22]. Nos espacos tridimensionais com metrica semi-Riemanniana, as su-
perfcies que s~ao pontos crticos do funcional area e maximizam o volume na metrica do
espaco, em que a metrica induzida do espaco ambiente e positiva denida, s~ao denomina-
das superfcies maximas. Equivalentemente, s~ao superfcies de curvatura media nula que
possuem metrica induzida positiva denida.
O estudo da aplicac~ao de Gauss de superfcies mnimas e de curvatura media constante
e uma ferramenta importante que nos auxilia a conhecer melhor tais superfcies e nos
proporciona resultados interessantes. Por exemplo, a aplicac~ao de Gauss de superfcies de
curvatura media constante em R3, (respectivamente superfcies tipo-espaco de curvatura
media constante em L3) e uma aplicac~ao harmo^nica em S2 (respectivamente, no plano
hiperbolico H2). Aplicac~oes harmo^nicas entre superfcies s~ao pontos crticos do funcional
energia naturalmente denido. S~ao aplicac~oes cujo campo de tens~ao, dado pela Denic~ao
1.20, e nulo.
Em [15], I. Fernandez e P. Mira provaram a existe^ncia de uma aplicac~ao de Gauss
harmo^nica, denominada aplicac~ao de Gauss hiperbolica, de superfcies de curvatura media
constante 1
2
em H2R no plano hiperbolico H2. Em virtude da corresponde^ncia isometrica
entre as superfcies CMC 1
2
em H2  R e superfcies mnimas no espaco de Heisenberg
Nil3, e natural estudar o mesmo problema para superfcies mnimas em Nil3 munido com
uma metrica invariante a esquerda, veja [10]. Em [11], B. Daniel mostrou que a aplicac~ao
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de Gauss destas superfcies e uma aplicac~ao harmo^nica no plano hiperbolico H2.
Aplicac~oes harmo^nicas no plano H2 tambem surgem no estudo de superfcies de cur-
vatura media constante no espaco de Lorentz L3. Em [26], T. Milnor demonstrou que a
aplicac~ao de Gauss de superfcies tipo-espaco de curvatura media constante em L3 e uma
aplicac~ao harmo^nica em H2.
O espaco de Heisenberg surgiu primeiramente nos trabalhos de L. Bianchi em [6], sobre
a classicac~ao de metricas Riemannianas g; que dependem de dois para^metros em R3.
Independentemente, E. Cartan em [8], e G. Vranceanu em [28], publicaram na mesma
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e conhecida como espaco de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ou espaco BCV. O espaco de
Heisenberg, denotado por Nil3(), e o espaco Euclidiano R3 equipado com a seguinte
metrica
dx2 + dy2 + ((ydx  xdy) + dz)2:
Ou seja, o espaco de Heisenberg e um dos espacos BCV. Nosso espaco ambiente Nil31()
e o R3 equipado com a seguinte metrica de Lorentz
dx2 + dy2   ((ydx  xdy) + dz)2:
Este trabalho se baseia em [23] e nosso objeto de estudo s~ao as superfcies tipo-espaco
de curvatura media nula no espaco de Lorentz-Heisenberg Nil31(), com  6= 0, denomina-
das superfcies maximas em Nil31(). Estudamos a aplicac~ao de Gauss de tais superfcies,
obtemos uma diferencial quadratica em superfcies maximas, resolvemos o problema de
Calabi-Bernstein em Nil31() e mostramos a corresponde^ncia entre superfcies maximas e
superfcies de curvatura media constante n~ao nula em R3.
No primeiro captulo, introduzimos alguns conceitos basicos sobre geometria Rieman-
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niana e metricas Lorentzianas, denic~oes e propriedades de grupos de Lie, aplicac~oes
harmo^nicas entre superfcies e apresentamos uma maneira de construir o espaco de Lorentz-
Heisenberg.
No Captulo 2, mostramos que a aplicac~ao de Gauss de uma superfcie maxima e uma
aplicac~ao harmo^nica em C [ f1g. Obtemos uma representac~ao tipo Weierstrass para
estas superfcies e, observando a formula de representac~ao para superfcies de curvatura
media prescrita dada por Kenmotsu em [20], vemos que existe uma dualidade entre as
superfcies maximas em Nil31() e superfcies de curvatura media constante em R3.
No Captulo 3, resolvemos o problema de Bernstein no espaco de Lorentz-Heisenberg
Nil31() para gracos tipo-espaco. Em [5], Bernstein mostrou que os unicos gracos
mnimos inteiros em R3 s~ao os planos. Em [7], Calabi obteve uma vers~ao correspon-
dente ao Teorema de Bernstein no espaco de Lorentz L3, demonstrando que os planos
tipo-espaco s~ao os unicos gracos maximos inteiros em L3. Em [16], I. Fernandez e P.
Mira, estudaram o problema de Bernstein no espaco de Heisenberg Riemanniano Nil3
utilizando a diferencial de Abresch-Rosenberg e mostraram que, dada uma diferencial
quadratica holomorfa Qdz2, existe uma famlia a 2-para^metros de gracos mnimos in-
teiros em Nil3 tal que a diferencial de Abresch-Rosenberg e Qdz2. E tambem vale a
recproca, qualquer graco mnimo inteiro em Nil3 e desta forma. Em [12], B. Daniel
e L. Hauswirth, mostraram para o espaco de Heisenberg Nil3, que todo graco mnimo
completo e inteiro. Para resolver o problema de Calabi-Bernstein em Nil31(), reescreve-
mos a formula de representac~ao de Kenmotsu para superfcies cmc em R3. Observamos
as semelhancas entre as duas representac~oes tipo Weierstrass e comparando a parte hori-
zontal das duas formulas, conseguimos mostrar a relac~ao estreita entre a curvatura media
constante H e o para^metro  . Aplicando esta observac~ao e o Teorema de Chern que nos
diz que n~ao existe graco inteiro de curvatura media constante H 6= 0 em R3, provamos,
como resultado principal, que n~ao existe graco maximo completo em Nil31() com  6= 0.
Em seguida, no Captulo 4, perturbamos a diferencial de Hopf e introduzimos a di-
ferencial de Abresch-Rosenberg. Em [1], U. Abresh e H. Rosenberg introduziram uma
diferencial quadratica holomorfa nos espacos produto S2  R e H2  R, e estenderam o
resultado de Hopf para esferas de curvatura media constante nestes espacos. Posterior-
mente, em [2], generalizaram o seu resultado para os espacos produto M2()  R, onde
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M2() e um espaco de formas. Em [3], D. Berdinsky e I. Taimanov, mostraram que se
diferencial de Abresch-Rosenberg e holomorfa em uma superfcie contida no espaco de
Heisenberg tridimensional Nil3, ent~ao a superfcie e de curvatura media constante. Em
[14], I. Fernandez e P. Mira, obtiveram uma generalizac~ao deste resultado para espacos ho-
moge^neos tridimensionais, E3(; ), com grupo de isometria de dimens~ao 4 e os para^metros
 e  satisfazendo determinadas condic~oes. B. Daniel mostrou em [11] que a diferencial de
Abresch-Rosenberg de uma superfcie mnima em Nil3 coincide com a diferencial de Hopf
de sua aplicac~ao de Gauss g em H2 a menos de uma constante. No espaco de Lorentz-
Heisenberg, encontramos a mesma situac~ao para uma superfcie maxima e mostramos que
sua diferencial de Abresch-Rosenberg e holomorfa.
Por m, construmos uma corresponde^ncia entre gracos de curvatura media constante
  em R3 e gracos maximos em Nil31(). Utilizamos esta corresponde^ncia para construir





Neste captulo, estudamos os conceitos basicos que ser~ao utilizados posteriormente.
Estabelecemos as principais denic~oes sobre geometria Riemanniana, a metrica de Lorentz
do espaco L3 e as denic~oes e resultados relevantes sobre grupos de Lie. Alem disso,
construmos o espaco de Lorentz-Heisenberg e mostramos a equac~ao satisfeita por uma
aplicac~ao harmo^nica entre superfcies de Riemann.
1.1 Conceitos Basicos de Geometria Riemanniana
Introduzimos os conceitos de geometria Riemanniana usados ao longo do trabalho.
Para uma discuss~ao mais aprofundada sobre o assunto, consulte [13].
Denic~ao 1.1 Uma variedade diferenciavel de dimens~ao n e um conjunto M e uma
famlia de aplicac~oes biunvocas ' : U  Rn !M de abertos U em M tais que:
1.
S
 '(U) =M .
2. Para todo par ; , com '(U) \ '(U) = V 6= ;, os conjuntos ' 1 (V ) e ' 1 (V )
s~ao abertos de Rn e as aplicac~oes ' 1  ' s~ao diferenciaveis.
Denic~ao 1.2 Uma superfcie de Riemann e um conjunto  de dimens~ao 2 e uma famlia
de homeomorsmos  : U  ! C de abertos U no plano complexo tais que:
1.
S
 U = .
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2. Para todo par ; , com U \ U = V 6= ;, os conjuntos (V ) e (V ) s~ao abertos
de C e as aplicac~oes    1 s~ao holomorfas, ou seja, z =    1 (w) = f(w) e
uma func~ao holomorfa de w 2 (V ) em (V ).
Exemplo 1.1 A esfera S2 = f(a; b; c) 2 R3 : a2 + b2 + c2 = 1g e uma superfcie de
Riemann.
Considere o plano T : c = 0. Denote por V1 = S2nf(0; 0; 1)g e V2 = S2nf(0; 0; 1)g. Sejam
z1 e z2 as projec~oes estereogracas denidas por:8<: z1 = z1(p) = a+ib1 c ; 8p 2 V1;z1(0; 0; 1) =1;
e8<: z2 = z2(q) = a ib1+c ; 8q 2 V2;z2(0; 0; 1) =1;
A corresponde^ncia entre pontos de V1 e V2 e o plano complexo T e obtida geometricamente:
z1 e o ponto de intersec~ao entre a reta que liga os pontos p 2 V1 e (0; 0; 1) com o plano T,
e z2 e ponto de intersec~ao entre a reta que liga q 2 V2 e (0; 0; 1) com o plano T.
Para todo p 2 V1 \ V2, temos que z1 e z2 est~ao relacionadas por
z1z2 =
a2 + b2
1  c2 = 1
e como z1 6= 0 e z2 6= 0 em V1 \ V2, segue que a mudanca de coordenada z2 = 1z1 e
holomorfa em V1 \ V2. Portanto, a esfera S2 e uma superfcie de Riemann.
Denic~ao 1.3 Sejam Mm e Nn variedades diferenciaveis. Uma aplicac~ao diferenciavel
' :M ! N e uma imers~ao se d'p : TpM ! T'(p)N e injetiva para todo p 2M .
Denic~ao 1.4 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M e uma cor-
responde^ncia que a cada ponto p 2M associa um vetor Xp 2 TpM .
Tambem vamos considerar um campo de vetores X como uma aplicac~ao X : D(M)!
F em que D(M) e o conjunto das func~oes diferenciaveis emM e F o conjunto das func~oes
em M .
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Observe que, se ' : M ! M e um difeomorsmo, v 2 TpM e f uma func~ao dife-
renciavel em uma vizinhanca de '(p), temos
(d'(v)f)'(p) = v(f  ')(p):
De fato, seja  : ( ; )!M uma curva diferenciavel com (0) = p, 0(0) = v. Ent~ao
(d'(v)f)'(p) = v(f  ')(p) = d
dt
(f  '  )

t=0
= v(f  ')(p):
Denic~ao 1.5 Sejam X e Y campos diferenciaveis em um aberto U  M da variedade
diferenciavel M . O colchete [X; Y ] e o campo diferenciavel dado por:
[X; Y ] = XY   Y X;
que possui as seguintes propriedades: sejam a; b 2 R, Z um campo diferenciavel em
U M e f; g func~oes diferenciaveis. Ent~ao,
1. [X; Y ] =  [Y;X];
2. [aX + bY; Z] = a[X;Z] + b[Y; Z];
3. [[X;Y ]; Z] + [[Y; Z]; X] + [[Z;X]; Y ] = 0 (identidade de Jacobi);
4. [fX; gY ] = fg[X;Y ] + fX(g)Y   gY (f)X.
Denic~ao 1.6 Uma metrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M e uma
corresponde^ncia que associa a cada ponto p 2M um produto interno h:; :ip, ou seja, uma
forma bilinear simetrica positiva denida no espaco tangente TpM de tal modo que para
todo par X;Y 2 TpM de campos diferenciaveis em um aberto V de M , a func~ao hX; Y i
e diferenciavel em V .
Uma variedade diferenciavel com uma metrica Riemanniana e chamada variedade
Riemanniana.
Sejam (M) o conjunto dos campos de vetores diferenciaveis emM e D(M) o conjunto
das func~oes reais diferenciaveis em M .
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Denic~ao 1.7 Uma conex~ao am r em uma variedade diferenciavel M e uma aplicac~ao
r : (M) (M)! (M)
que satisfaz as seguintes propriedades:
1. rfX+gYZ = frXZ + grYZ,
2. rX(Y + Z) = rXY +rXZ,
3. rX(fY ) = frXY +X(f)Y ,
em que X;Y; Z 2 (M) e f; g 2 D(M).
A conex~ao e dita simetrica se
rXY  rYX = [X; Y ]; 8X; Y 2 (M):
Se M e uma variedade Riemanniana, ent~ao a conex~ao e dita compatvel com a metrica se
XhY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi; X; Y; Z 2 (M):
Uma conex~ao simetrica e compatvel com a metrica e chamada de conex~ao de Levi-
Civita ou conex~ao Riemanniana de M .
Teorema 1.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana (M; h:; :i) existe uma
unica conex~ao Riemanniana associada a metrica h:; :i dada pela formula de Koszul:
2hrYX;Zi = XhY; Zi+ Y hZ;Xi   ZhX;Y i
  h[X;Z]; Y i   h[Y; Z]; Xi   h[X; Y ]; Zi X; Y; Z 2 (M):
(1.1)
Demonstrac~ao: Seja r uma conex~ao Riemanniana em M e X;Y; Z 2 (M). Por ser
compatvel com a metrica, temos as seguintes igualdades:
XhY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi;
Y hZ;Xi = hrYZ;Xi+ hZ;rYXi;
ZhX; Y i = hrZX; Y i+ hX;rZY i:
15
Somando as duas primeiras e subtraindo a terceira e usando a simetria da conex~ao temos
a formula de Koszul. Portanto, se a conex~ao Riemanniana existe, ela e unica.
Dena r pela formula de Koszul. Podemos vericar facilmente que esta conex~ao e
simetrica e compatvel com a metrica, ou seja, e uma conex~ao Riemanniana em M . Por-
tanto, a conex~ao Riemanniana de M existe e e unica.

1.1.1 Conceitos Basicos sobre a Metrica de Lorentz em R3
Esta sec~ao e baseada em [24] e dedica-se ao estudo dos conceitos introdutorios so-
bre espaco de Lorentz, tambem conhecido como espaco de Minkowski, com foco prin-
cipal na metrica deste espaco. Esta metrica e n~ao positiva denida e e chamada de
metrica semi-Riemanniana. Para uma abordagem mais aprofundada sobre geometria
semi-Riemanniana, consulte [27].
Denic~ao 1.8 O espaco de Lorentz e o espaco metrico L3 = (R3; h:; :i), em que a metrica
h:; :i e dada por:
hu; vi = u1v1 + u2v2   u3v3; u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3) 2 R3:
A metrica h:; :i e chamada metrica Lorentziana.
Seja fe1; e2; e3g a base cano^nica de L3. Os coecientes da metrica de Lorentz s~ao dados







Denic~ao 1.9 Um vetor v 2 L3 e chamado
1. tipo-espaco se hv; vi > 0 ou v = 0,
2. tipo-tempo se hv; vi < 0 e
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3. tipo-luz se hv; vi = 0 com v 6= 0.
Seja U  R3 um subespaco vetorial. Consideraremos em U a metrica induzida h:; :iU :
hu; viU = hu; vi; u; v 2 U:
Deixaremos de lado o ndice U . O subespaco U e chamado tipo-espaco (resp. tipo-
tempo ou tipo-luz) se a metrica induzida e positiva denida (resp. n~ao degenerada de
ndice 1 ou degenerada com f(0; 0; 0)g * U).
Temos o seguinte resultado
Proposic~ao 1.1 Seja v 2 L3. Denote por < v > o subespaco gerado pelo vetor v e por
< v >? seu subespaco ortogonal.
1. O vetor v e tipo-tempo se, e somente se, < v >? e tipo-espaco. De forma similar,
v e tipo-espaco se, e somente se, < v >? e tipo-tempo.
2. Seja U  L3 um subespaco. Ent~ao U e tipo-espaco se, e somente se U? e tipo-tempo.
3. Seja U um subespaco. Ent~ao U e tipo-luz se, e somente se, U? e tipo-luz tambem.
Demonstrac~ao:
1. Se v e um vetor tipo-tempo, multiplicando v por um escalar se necessario, com-
pletamos uma base ortonormal de L3, B = fe1; e2; vg. Da, < v >?=< e1; e2 > e
um subespaco tipo-espaco. Reciprocamente, seja fe1; e2g uma base ortonormal de
< v >? em que h:; :i<v>? e uma metrica positiva denida. Ent~ao fe1; e2; vg e uma
base que diagonaliza a metrica de L3. Como g11 = g22 = 1, temos que g33 < 0. Ou
seja, v e um vetor tipo-tempo.
2. Seja U e um subespaco tipo-tempo e v 2 U um vetor tipo-tempo.
Ent~ao U? < v >?. Como < v >? e tipo-espaco, segue que U? e tipo-espaco. A
recproca e analoga, em que (U?)? = U .
3. E uma conseque^ncia dos dois itens anteriores onde usamos a contradic~ao para de-
monstra-lo.
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Denic~ao 1.10 Dado u 2 L3, denimos a norma de u comopjhu; uij em que jj : R! R
denota o modulo de numeros reais. Um vetor e dito unitario se sua norma e igual a 1.
A denic~ao de produto vetorial em L3 e a mesma do espaco Euclidiano.
Denic~ao 1.11 Sejam u; v 2 L3. O produto vetorial Lorentziano de u e v e o vetor uv
que satisfaz:
hu v; wi = det(u; v; w); w 2 L3;
onde det(u; v; w) e o determinante da matriz formada pelos vetores u; v e w.







Note que u v e a reex~ao, com respeito ao plano z = 0, do produto vetorial em R3.
1.2 Grupos de Lie
A teoria dos grupos de Lie e fundamental na construc~ao do espaco Nil31(), visto que
este espaco e um subgrupo do grupo linear das matrizes 3  3 inversveis, denotado por
GL(3;R). Nesta sec~ao, denimos os grupos de Lie, estudamos sua algebra de Lie associada
e abordamos conceitos referentes aos campos invariantes a esquerda. Para uma discuss~ao
mais aprofundada sobre o topico, consulte [17].
Denic~ao 1.12 Um grupo de Lie e uma variedade diferenciavel munida com uma estru-
tura de grupo tal que a aplicac~ao
GG  ! G
(x; y) 7 ! xy 1
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e diferenciavel para todo x; y 2 G.
Consequentemente, a aplicac~ao produto f(x; y) = xy e a invers~ao g(x) = x 1 s~ao dife-
renciaveis.
Exemplo 1.2 O grupo linear GL(n;R) das matrizes reais nn inversveis, munido com
a multiplicac~ao de matrizes e um grupo de Lie. Devemos mostrar que as aplicac~oes
f : GL(n;R)GL(n;R) ! GL(n;R)
(A;B) 7! f(A;B) = AB;
g : GL(n;R) ! GL(n;R)
A 7! g(A) = A 1
s~ao diferenciaveis. A diferenciabilidade de f segue da diferenciabilidade da multiplicac~ao
em R. E a diferenciabilidade de G decorre da regra de Cramer para a inversa de uma
matriz.
Segue da denic~ao que, para todo g 2 G, a translac~ao a esquerda dada por
Lg : G  ! G
p 7 ! Lg(p) = gp;
e diferenciavel para todo p 2 G. Mais ainda, como Lg Lg 1 = IG, em que IG e a aplicac~ao
identidade, temos que Lg e um difeomorsmo.
Denote por X (G) o conjunto dos campos diferenciaveis em G.
Denic~ao 1.13 Um campo de vetores X 2 X (G) e dito invariante a esquerda se
(dLg)p(Xp) = Xgp; 8g; p 2 G; (1.2)
onde Xp = X(p).
Se X e um campo invariante a esquerda, ent~ao para determinar o campo X em G basta
conhecer o valor de Xe, ou seja, o valor de X na identidade e 2 G, pois
(dLg)e(Xe) = Xge = Xg 8g 2 G:
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Denic~ao 1.14 Uma metrica Riemanniana h:; :i : TG  TG ! R e dita invariante a
esquerda se
hu; vih = h(dLg)hu; (dLg)hviLg(h); (1.3)
para todo g; h 2 G e u; v 2 ThG.
Denic~ao 1.15 Uma algebra de Lie sobre um corpo F e um espaco vetorial sobre F
munido com uma operac~ao [ ; ], chamada colchete de Lie, que e bilinear, anti-simetrica
e satisfaz a identidade de Jacobi. Ou seja, um espaco vetorial L com [ ; ] : L  L ! L
bilinear tal que, 8x; y; z;2 L:
1. [x; y] =  [y; x],
2. [[x; y]; z] + [[y; z]; x] + [[z; x]; y] = 0.
Exemplo 1.3 Considere o espaco vetorial R3 e para u; v 2 R3 dena o colchete de Lie
como o produto vetorial usual do R3. Das propriedades do produto vetorial segue que R3
e uma algebra de Lie.
Seja G um grupo de Lie e denote por LG o conjunto dos campos invariantes a esquerda
em G. Temos que LG e um espaco vetorial. De fato, sejam X; Y 2 LG e k um elemento
escalar, segue que
(X + kY )gh = Xgh + kYgh
= dLh(Xg) + kdLhYg
= dLh(Xg + kYg)
= dLh(X + kY )g:
Vamos mostrar que o espaco LG e isomorfo ao espaco tangente TeG em que e e a
identidade do grupo de Lie G e que se X 2 LG ent~ao X e diferenciavel.
Proposic~ao 1.2 Sejam LG o conjunto dos campos invariantes a esquerda em G e TeG
o espaco tangente no ponto e 2 G. Temos que
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1. A aplicac~ao
 : LG ! TeG
X 7! (X) = Xe
em que e e a identidade do grupo de Lie G, e um isomorsmo entre espacos vetoriais.
2. Se X 2 LG ent~ao X e diferenciavel.
Demonstrac~ao: Para o primeiro item, vamos mostrar que  e uma aplicac~ao linear. De
fato, se X;Y 2 LG
(X + kY ) = (X + kY )e = Xe + kYe = (X) + k(Y ):
Seja Z 2 TeG e dena o campo X em G por Xg = dLg(Z). Da,
Xgh = dLgh(Z) = dLg(dLh(Z)) = dLg(Xh):
Logo, X 2 LG e
(X) = Xe = dLe(Z) = Z:
E assim,  e sobrejetora. Vamos mostrar que  e injetora: se (X) = (Y ) ent~aoXe = Ye.
Dado p 2 G,
Xp = dLp(Xe) = dLp(Ye) = Yp:
Portanto,  e um isomorsmo entre espacos vetoriais.
Quanto ao segundo item, veja que e suciente mostrar que a aplicac~ao X : D(G) !
D(G) e diferenciavel, em que D(G) e o conjunto das func~oes diferenciaveis denidas sobre
o grupo G.
Seja Z 2 TeG e dena um campo de vetores X em G de modo que X = dLp(Z) para
todo p 2 G. Seja U  G um subconjunto aberto e f : U ! R uma func~ao diferenciavel.
Escolha uma curva diferenciavel  : ( ; ) ! G tal que (0) = e e 0(0) = Z. Assim,
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para todo p 2 U ,
(Xf)(p) = X(p)f
= dLp(Z)f
= Z(f  Lp)








Portanto, Xf e diferenciavel e X e um campo diferenciavel.

Vamos mostrar que LG e uma algebra de Lie. Para isto, precisamos vericar que LG
e fechado para o colchete de Lie [ ; ] : X (G) X (G)! X (G). Necessitamos da seguinte
denic~ao:
Denic~ao 1.16 Sejam M;N variedades diferenciaveis e ' : M ! N uma aplicac~ao de
classe C1. Dizemos que os campos X 2X (M) e Y 2X (N) s~ao ' relacionados se
d' X = Y  '.
Proposic~ao 1.3 Se X; Y 2 LG, ent~ao [X; Y ] 2 LG. Ou seja, LG e uma algebra de Lie.
Demonstrac~ao: SejamX;Y 2 LG e p; g 2 G. Ent~aoX e Lp relacionado com si mesmo.
De fato,
dLp X(g) = dLp(Xg) = Xpg;
X  Lp(g) = X(pg) = Xpg; 8g 2 G;
ou seja,
(dLp)X = X  Lp:
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Considere f : G! R diferenciavel. Temos que [X; Y ](f) = X(Y f)  Y (Xf) e
dLp([X; Y ])g(f) = [X; Y ]g(f  Lp)
= X(Y (f  Lp))(g)  Y (X((f  Lp))(g)
= (X(Y f)  Y (Xf))(pg)
= [X; Y ]pg(f)
Portanto, LG e uma algebra de Lie.

Por ultimo, temos a seguinte denic~ao que nos auxiliara na construc~ao do espaco de
Lorentz-Heisenberg.
Denic~ao 1.17 Sejam G e H grupos de Lie e ' : G! H um homeomorsmo de classe
C1. Ent~ao ' e denominada homeomorsmo de Lie. Se ' e um difeomorsmo e um
isomorsmo, ent~ao ' e denominada isomorsmo de Lie.
1.3 O Espaco de Lorentz-Heisenberg
O espaco de Heisenberg surgiu primeiramente nos trabalhos de L. Bianchi em [6],
sobre a classicac~ao de metricas Riemannianas g; que dependem de dois para^metros em
R3. Independentemente, E. Cartan em [8], e G. Vranceanu em [28], publicaram na mesma
epoca artigos relacionados a este tema. A variedade Riemanniana (R3; g;) denida como
o conjunto n
(x; y; z) 2 R3j1 + 
4
(x2 + y2) > 0
o
;















e conhecida como espaco de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ou espaco BCV. Nesta sec~ao,
construmos o espaco de Lorentz-Heisenberg atraves do espaco euclidiano R3 munido com
uma metrica lorentziana invariante a esquerda baseada em (1.4), com  6= 0 e  = 0.
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Denic~ao 1.18 Seja GL(3;R) o grupo das matrizes 33 inversveis. Denimos o grupo







1CCCA : (a; b; c) 2 R3
9>>>=>>>;
munido com a estrutura de grupo de Lie de GL(3;R).
Considere uma curva diferenciavel  : ( ; ) ! R3 onde (t) = (a(t); b(t); c(t)) com






1CCCA ; 8t 2 I;






1CCCA ; 8t 2 I:
Logo, a algebra de Lie h3 associada a Nil






1CCCA ; x; y; z 2 R;
em que o colchete de Lie [ ; ] : h3  h3 ! h3 e dado pelo comutador de matrizes
[A;B] = AB  BA; 8A;B 2 h3:
Vamos construir um isomorsmo de grupos de Lie entre R3 e Nil3() com base na
aplicac~ao exponencial de matrizes. A princpio, escolhemos  = 1
2





E simples ver que h3 e um grupo 2-nilpotente, isto e, o produto de tre^s elementos em
h3 e nulo.






; 8A 2 h3:
Da,









1CCCA 2 h3. Utilizaremos a identicac~ao cano^nica A 7! (x; y; z) 2
R3.
A multiplicac~ao de matrizes em Nil3 induz em R3, via exp, a seguinte translac~ao a
esquerda:
(x; y; z)  (a; b; c) = exp 1(exp(A)  exp(B)) =






em que A = (x; y; z); B = (a; b; c) 2 h3. Da, a aplicac~ao exp : h3( R3) ! Nil3 e um
isomorsmo de grupos de Lie, onde R3 e munido com o produto
(x; y; z)  (a; b; c) =







Assim, atraves da identicac~ao dada pela aplicac~ao exponencial, se p = expA 2 Nil3,
vamos denota-lo por p = (x; y; z) 2 Nil3. Esta identicac~ao e conhecida como coordenadas
exponenciais. Da, a translac~ao a esquerda pode ser escrita como Lp : Nil
3 ! Nil3,
Lp(q) = p  q onde q 2 Nil3. E facil ver que Lp e diferenciavel.
Cada ponto p 2 Nil3 pode ser visto como uma translac~ao a esquerda da identidade
e = (0; 0; 0) 2 Nil3
Lp(e) = L(x;y;z)(0; 0; 0) = (x; y; z)  (0; 0; 0) = (x; y; z):
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1CCCA ; 8p = (x; y; z) 2 Nil3:
Considere a base cano^nica da algebra de Lie h3 dada por
e1 = (1; 0; 0) =
@
@x
; e2 = (0; 1; 0) =
@
@y




Usando esta base, que e uma base para TeNil
3, denimos para cada ei o campo
Ei(p) = (dLp)e(ei); i = 1; 2; 3:
Observe que estes campos, por construc~ao, s~ao invariantes a esquerda. Da,8>>><>>>:






















e2 = E2   x2E3
e3 = E3
Utilizando o comutador de matrizes em h3 e facil ver que
[E1; E2] = E3; [E1; E3] = 0; [E2; E3] = 0: (1.5)
Vamos introduzir uma metrica Riemanniana invariante a esquerda em Nil3 de modo




Sejam v = v1E1 + v2E2 + v3E3; w = w1E1 + w2E2 + w3E3 2 TpNil3. Denimos uma
metrica invariante a esquerda ds2+ em Nil
3 fazendo
ds2+(v; w) = h(dLp 1)e(v); dLp 1)e(w)iR3
Portanto,
ds2+ = dx








Como Lp e uma isometria, i.e., hX(p); Y (p)i = h(dLp)eX(e); (dLp)eY (p)i 8p 2 Nil3()
e fe1; e2; e3g e uma base ortonormal para TeNil3, temos que fE1; E2; E3g e uma base de
campos de vetores ortonormais invariantes a esquerda.
Considere  2 R;  6= 0. Com base em [25], podemos alterar a metrica de forma que a
algebra de Lie associada a Nil3() n~ao se altere. Assim, da metrica (1.6), denimos uma
nova metrica invariante a esquerda dada por
g;0 = dx








Apos a mudanca de coordenadas (x; y; 2z) 7! (x; y; z), podemos escrever esta metrica
como
g;0 = dx
2 + dy2 + (dz + (ydx  xdy))2 : (1.7)
Introduzindo em Nil3() a seguinte translac~ao a esquerda
Lp(q) = p  q = (x+ a; y + b; z + c+ (xb  ya));
com p = (x; y; z); q = (a; b; c) 2 Nil3(), temos que em um ponto p 2 Nil3(),
g;0(v; w)p = h(dLp 1)e(v); dLp 1)e(w)iR3 :
onde v = v1E1 + v2E2 + v3E3; w = w1E1 + w2E2 + w3E3 2 TpNil3().
27
Tomando a base cano^nica da algebra de Lie associada h3  TeNil3(), podemos denir,
de maneira analoga ao que foi feito para Nil3, os campos Ei 2 TpNil3() como:
























e1 = E1 + yE3
e2 = E2   xE3
e3 = E3
Em h3, e facil ver que
[E1; E2] = 2E3; [E1; E3] = 0; [E2; E3] = 0: (1.8)
Como Lp e uma isometria e fe1; e2; e3g e uma base ortonormal para TeNil3(), temos
que fE1; E2; E3g e uma base de campos de vetores ortonormais invariantes a esquerda.
Vamos agora denir o espaco de Lorentz-Heisenberg:
Denic~ao 1.19 O espaco de Lorentz-Heisenberg Nil31() e o espaco (R3; ds2) em que a
metrica ds2 e dada por
ds2 = dx2 + dy2   (dz + (ydx  xdy))2:
Podemos identicar o vetor (a; b; c) no ponto p = (x; y; z) 2 Nil31() com suas coorde-










= aE1 + bE2 + (c+ (ya  xb))E3:
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Encerrando esta sec~ao, vamos denir um produto vetorial em Nil31(). Sejam u =






 = (u2v3   u3v2)E1   (u1v3   u3v1)E2   (u1v2   u2v1)E3:
1.3.1 A Conex~ao de Levi-Civita em Nil31()
Sejam p 2 Nil31() e X;Y; Z 2 TNil31() campos invariantes a esquerda. Denote por
h:; :i : TNil31() TNil31()! R a metrica ds2 denida anteriormente. Temos que
hX; Y ip = h(dLp)eX(e); (dLp)eY (e)i = hX; Y ie; 8p 2 Nil31():
Logo, hX;Y ip e constante. Seja r a conex~ao de Levi-Civita em Nil31(). Ent~ao a
formula de Koszul,
2hrYX;Zi = XhY; Zi+ Y hZ;Xi   ZhX;Y i
  h[X;Z]; Y i   h[Y; Z]; Xi   h[X; Y ]; Zi;
e escrita como
2hrXY; Zi = h[X;Y ]; Zi   h[Y; Z]; Xi   h[X;Z]; Y i:
Portanto, temos o seguinte resultado:
Lema 1.1 Os campos invariantes a esquerda fE1; E2; E3g satisfazem
rE1E1 = 0 rE1E2 = E3 rE1E3 = E2
rE2E1 =  E3 rE2E2 = 0 rE2E3 =  E1
rE3E1 = E2 rE3E2 =  E1 rE3E3 = 0
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E os smbolos de Christoel da conex~ao em Nil31() denidos por:
rEiEj =  1ijE1 +  2ijE2 +  3ijE3
s~ao tais que
 312 =   321 = ;  231 =  213 = ;  123 =  132 =  
e os demais s~ao nulos.
Demonstrac~ao: Substituindo os campos E1; E2; E3 na formula de Kozul obtemos
2hrEiEi; E1i = h[Ei; Ei]; E1i   h[Ei; E1]; Eii   h[Ei; E1]; Eii = 0;
2hrEiEi; E2i = h[Ei; Ei]; E2i   h[Ei; E2]; Eii   h[Ei; E2]; Eii = 0;
2hrEiEi; E3i = h[Ei; Ei]; E3i   h[Ei; E3]; Eii   h[Ei; E3]; Eii = 0:
Logo, rEiEi = 0 e  kii = 0 para i; k = 1; 2; 3. Vamos mostrar que rE1E2 = E3:
2hrE1E2; E1i = h[E1; E2]; E1i   h[E2; E1]; E1i   h[E1; E1]; E2i = 0;
2hrE1E2; E2i = h[E1; E2]; E2i   h[E2; E2]; E1i   h[E1; E2]; E2i = 0;
2hrE1E2; E3i = h[E1; E2]; E3i   h[E2; E3]; E1i   h[E1; E3]; E2i = h2E3; E3i
Assim, rE1E2 = E3,  112 =  212 = 0 e  312 =  .
Conseguimos obter os outros coecientes e os smbolos de Christoel de forma inteiramente
analoga.

Observac~ao 1.1 Seja V = v1E1 + v2E2 + v3E3 2 TNil31(). Temos que rVE3 =
 v2E1 = ( )V  E3.
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1.4 Aplicac~oes Harmo^nicas entre Superfcies de Rie-
mann
O objetivo desta sec~ao, que foi baseada em [19], e explicitar a equac~ao que deve
ser satisfeita por uma aplicac~ao harmo^nica entre superfcies de Riemann, levando em
considerac~ao suas estruturas conformes.
Sejam  e M duas superfcies de Riemann com coordenadas conformes z = u1+ iu2 e
w = x1 + ix2 respectivamente. Seja f : ! M uma aplicac~ao diferenciavel de classe C2
que e localmente representada por:
f(u1; u2) = x1(u1; u2) + ix2(u1; u2):
Denote a metrica induzida em  por
ds2 = 2jdzj2 = 2(du21 + du22);
que pode ser representada pela matriz




E, em M , denote a metrica por





Denic~ao 1.20 Seja f :  ! M uma aplicac~ao de classe C2 entre as superfcies de





























em que (hij) e a matriz inversa de (hij), D = det(hij) e  
k
st denota o smbolo de Christoel
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de M no ponto f(z).
Note que o primeiro termo na soma acima e justamente o Laplaciano em  da func~ao f .
Denic~ao 1.21 Uma aplicac~ao f :  ! M e dita harmo^nica se o seu campo de tens~ao



























denidos sobre o espaco tangente complexicado f 1(TM)
 C.




































































































g uma base para o espaco tangente TpM . Da formula
de Koszul (1.1), e da express~ao matricial da metrica (1.9) em M , podemos escrever os
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gkm; i; j 2 f1; 2g: (1.10)





21 =   122 =
x1

































































































































































































































































































































11   i 222)(fzfz) = 0
Por outro lado, de (1.11), segue que












fzfz = 0: (1.14)
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Captulo 2
A Aplicac~ao de Gauss de Superfcies
Maximas em Nil31( )
No ano de 2007, I. Fernandez e P. Mira provaram em [15], a existe^ncia de uma aplicac~ao
de Gauss harmo^nica, denominada aplicac~ao de Gauss hiperbolica, de superfcies de curva-
tura media constante 1
2
emH2R no plano hiperbolicoH2. Em virtude da corresponde^ncia
isometrica entre as superfcies de curvatura media constante 1
2
em H2  R e superfcies
mnimas no espaco de Heisenberg Nil3(1
2
) dada em [10], e natural estudar o mesmo pro-
blema para superfcies mnimas em Nil3(1
2
). Em [11], B. Daniel mostrou que a aplicac~ao
de Gauss destas superfcies e uma aplicac~ao harmo^nica no plano hiperbolico H2.
Nosso objetivo neste captulo e mostrar que a aplicac~ao de Gauss de superfcies
maximas em Nil31() e uma aplicac~ao harmo^nica no plano C [ f1g e construir uma
representac~ao tipo Weierstrass para as superfcies maximas.
Primeiramente, vamos denir o que e uma superfcie maxima no espaco de Lorentz-
Heisenberg.
Denic~ao 2.1 Uma superfcie S  Nil31() e dita uma superfcie maxima se e uma su-
perfcie tipo-espaco com curvatura media nula em Nil31().
Seja X :  ! Nil31() uma imers~ao maxima conforme tipo-espaco, onde  e uma
superfcie de Riemann orientavel. Considere o para^metro isotermico z = u + iv em .
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Escrevemos a imers~ao X como
X(z) = (x1(z); x2(z); x3(z)) = (x1 + ix2; h) = (F; h);









os campos coordenados referentes ao sistema de coordenadas (u; v) 2 R2 e por
N =   Xu XvjXu Xvj ;
o campo de vetores normal a imers~ao X onde j : j : TNil31() ! R denota a norma do
nosso espaco ambiente.
Os coecientes da primeira forma fundamental no sistema de coordenadas isotermicas
(u; v) satisfazem
E = G = (u; v); F = 0;
em que (u; v) > 0 para todo (u; v) 2 R2. De maneira natural, podemos denir os



























denotando-os por Xz e Xz, respectivamente. Note que o espaco X
(TNil31()) 
 C e o
conjunto de somas formais X1+ iX2, tal que X1; X2 2 TNil31(), munido com as operac~oes
usuais de numeros complexos.
Introduzindo a sec~ao  2 X(TNil31())




= 1E1 + 2E2 + 3E3; (2.1)
temos que
h; i = hXu   iXv; Xu   iXvi = jXuj2   jXvj2   2ihXu; Xvi:
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Como a imers~ao X e conforme, segue que
0 = h; i = 21 + 22   23:
Por X ser maxima, segue que o vetor curvatura media H = H  N e nulo. E assim,
Xz e holomorfa. De fato, como X(u; v) e uma parametrizac~ao isotermica,
X = 2H) X = 0:
Logo, X e harmo^nica e  satisfaz as equac~oes de Cauchy-Riemann. Portanto, Xz e
holomorfa.
Seja r a conex~ao induzida no pullback X(TNil31()). Esta conex~ao se estende a uma
conex~ao no pullback complexicado e sabemos que existe uma unica estrutura holomorfa
em X(TNil31())
 C tal que uma sec~ao W e holomorfa se, e somente se
r @
@z
W = 0; (2.2)
veja [21].

















Como  e uma sec~ao holomorfa, segue de (2.2) e (2.3) que













































A conformalidade e a maximalidade nos conduzem ao seguinte sistema de equac~oes
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diferenciais parciais para a imers~ao X:
0 = 21 + 
2












+ 12   12 (2.7)
Este sistema nos leva a uma representac~ao tipo Weierstrass em Nil31() para a imers~ao
em quest~ao. Para resolve^-lo, usamos a seguinte func~ao auxiliar g = 3
1+i2
, que admite
uma interpretac~ao geometrica. Vamos mostrar que o vetor normal N e a soluc~ao do
sistema acima s~ao completamente descritos em termos dessa func~ao auxiliar.




;  = 3 =  2hXz; E3i:
A aplicac~ao g e chamada aplicac~ao de Gauss da imers~ao X.
De posse desta denic~ao e lembrando que podemos escrever a imers~ao X como X(z) =
(F (z); h(z)), vamos escrever o vetor normal N em termos da aplicac~ao g.
Primeiramente, note que a imers~ao X e tipo-espaco. Assim, o campo de vetores
normais unitarios e tipo-tempo, deve satisfazer hN;Ni =  1 e sua a imagem esta contida
no seguinte conjunto:
S21 = faE1 + bE2 + cE3 2 TNil31() : a2 + b2   c2 =  1g:




3. Como  = 2Xz, segue que8>>><>>>:
2Fz = 1 + i2





2 = (1 + i2)
23
(1 + i2)2
= 1   i2:
Da, 8<: 2Fz + 2Fzg2 = 212Fz   2Fzg2 = 2i2
Portanto, podemos escrever as componentes da sec~ao  como8>>><>>>:
1 = Fz(1 + g
2)
2 =  iFz(1  g2)
3 = 2Fzg
Temos que
  = 2Xz  2Xz = (Xu   iXv) (Xu + iXv) = 2iXu Xv






















 23 =  2ijFzj2(g   gjgj2)
 32 = 2ijFzj2(g   gjgj2)
23   32 =  2ijFzj2(g + g)(1  jgj2)
 31 = 2jFzj2(g + gjgj2)
 13 = 2jFzj2(g + gjgj2)
31   13 = 2jFzj2(g   g)(1  jgj2)
 21 =  ijFzj2(1 + g2   g2   jgj4)
 12 = ijFzj2(1  g2 + g2   jgj4)
21   12 =  2ijFzj2(1  jgj4)
Da,








jFzj4(1  jgj2)2[4(Refgg)2 + 4(Imfgg)2   (1 + jgj2)2]
=
jFzj4(1  jgj2)2[4jgj2   1  2jgj2   jgj4]
= jFzj4(1  jgj2)4:
Logo, jXu Xvj = jFzj2(1  jgj2)2. Portanto,








Agora, vamos dar uma interpretac~ao geometrica da aplicac~ao de Gauss g:






; v = aE1 + bE2 + cE3 2 S21nf E3g;
S( E3) =1:
A aplicac~ao S dene no plano complexo um sistema de coordenadas  = 1 + i2 e





2Re(); 2Im(); 1 + jj2 :
Assim, seja g = Refgg+ iImfgg 2 C. Temos o seguinte resultado:
Lema 2.1 Seja X : ! Nil31() uma imers~ao maxima conforme. A aplicac~ao de Gauss
g :  ! C da imers~ao X e a projec~ao estereograca com respeito ao polo sul do vetor
normal unitario N .























Utilizando o sistema de equac~oes dado pelas equac~oes de (2.4) a (2.7), vamos mostrar
que se uma superfcie tipo-espaco em Nil31() admite curvatura media nula em todos os
pontos, ent~ao a aplicac~ao de Gauss e uma aplicac~ao harmo^nica em C [ f1g. Para isto,
necessitamos de alguns lemas. Lembre-se que F =  X.
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; Fz = F z =

2g






Demonstrac~ao: Observe que 8<: 2Fz = 1 + i22F z = 1   i2



























Lema 2.3 Para F e  denidas anteriormente, s~ao validas as seguintes relac~oes:




jgj2 g; z + z = 0:
Demonstrac~ao: Das equac~oes (2.2) e (2.3), temos que a parte horizontal C1 + iC2, e
nula. Assim,
0 = 21z   23   23 + if22z   13 + 13g
0 = 2(1 + i2)z + i((1 + i2)3 + (1 + i2)3)
0 = 4Fzz + 2(Fz + Fz):
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+ 12   12:




+ 12   12
e somando as duas equac~oes obtemos
0 = 2(z + z):

Lema 2.4 A derivada da aplicac~ao de Gauss satisfaz
gz =  i
4g
(1 + jgj2)2 =  i
2
Fz(1 + jgj2)2:























Por outro lado, do Lema 2.2, podemos escrever
Fzz   Fz
F z
Fzz = Fzz   g2Fzz:
E do Lema 2.3 segue que
Fzz   g2Fzz =  i
4
jj2



















jj2 (1 + jgj
2)2
g


























(1 + jgj2)2 ;
com  6= 0.
Demonstrac~ao: Segue imediatamente do Lema 2.4.

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Temos tambem que a diferencial da parte vertical h de X = (F; h) e explicitamente
dada em termos de g e F . O vetor Xz = (xz+ iyz; hz) 2 TNil31() no ponto p = (x; y; h) 2
Nil31() e escrito em termos da base fE1; E2; E3g como
Xz = xzE1 + yzE2 + [hz + (yxz   xyz)]E3:
Fazendo o produto interno com E3 obtemos




  (yxz   xyz)











(1 + jgj2)2  
i
2
(FFz   FF z):
O proximo resultado nos diz que a aplicac~ao de Gauss g de uma superfcie maxima
em Nil31() e uma aplicac~ao harmo^nica entre superfcies.
Teorema 2.1 Seja X :  ! Nil31() uma imers~ao maxima conforme. Ent~ao a sua
aplicac~ao de Gauss g : ! C [ f1g e uma aplicac~ao harmo^nica no plano C [ f1g.
Demonstrac~ao: Nosso objetivo e mostrar que a aplicac~ao g satisfaz a seguinte equac~ao
diferencial parcial:
gzz   2g
1 + jgj2 gzgz = 0;























(1 + jgj2)2  
2ggzgz






Fzz(1 + jgj2)2 + 2ggzgz
(1 + jgj2) = gzz  
2ggzgz
(1 + jgj2) :





































jgj2 (1 + jgj
2)4




















1 + jgj2 gzgz = 0:

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Combinando os resultados anteriores, obtemos uma representac~ao para as superfcies
maximas em Nil31():
Proposic~ao 2.1 Considere  6= 0. A imers~ao maxima conforme X = (F; h) :  !
















(1 + jgj2)2  
i
2
(FFz   FF z):





(1 + jgj2)4 jgzj
2jdzj2:
De fato, no sistema de coordenadas (u; v) 2 R2 temos
ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2:
Por X ser conforme, segue que
ds2 = du2 + dv2 = (du2 + dv2)
= jdzj2
com (u; v) > 0. Por outro lado, temos que
hXz; Xzi = 1
4





Escrevendo os vetores Xz e Xz na base fE1; E2; E3g
hXz; Xzi = 1
4











 = jFzj2 + jFzj2   1
2
jj2
Utilizando os Lemas 2.2 e 2.5, obtemos
ds2 = jdzj2 = 4
 2
(1  jgj2)2
(1 + jgj2)4 jgzj
2jdzj2:
Lema 2.6 Como g e uma aplicac~ao harmo^nica, a equac~ao
gzz   2g
1 + jgj2 gzgz = 0














Demonstrac~ao: Basta calcular as derivadas parciais e usar o fato de que g e harmo^nica.
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A condic~ao de integrabilidade nos permite resolver o seguinte problema para a aplicac~ao
de Gauss prescrita em Nil31():
Proposic~ao 2.2 Seja g :  ! C [ f1g uma aplicac~ao harmo^nica em que  e uma
superfcie de Riemann simplesmente conexa. Seja z0 2 , F0 2 C e h0 2 R.
Se a aplicac~ao g satisfaz gz(p) 6= 0;8p 2 , ent~ao existe uma unica imers~ao maxima
conforme X :  ! Nil31() tal que g e sua aplicac~ao de Gauss e X satisfaz as condic~oes
da formula de representac~ao dadas na Proposic~ao 2.1 com X(z0) = (F0; h0).




O Problema de Calabi-Bernstein em
Nil31( )
Em [5], Bernstein mostrou que os unicos gracos mnimos inteiros em R3 s~ao os planos.
Em [7], Calabi obteve uma vers~ao correspondente ao teorema de Bernstein no espaco
de Lorentz L3, demonstrando que os planos tipo-espaco s~ao os unicos gracos maximos
inteiros em L3. Em [16], I. Fernandez e P. Mira, estudaram o problema de Bernstein
no espaco de Heisenberg Nil3 utilizando a diferencial de Abresch-Rosenberg e mostraram
que, dada uma diferencial quadratica holomorfa Qdz2, existe uma famlia a 2-para^metros
de gracos mnimos inteiros em Nil3 tal que a diferencial de Abresch-Rosenberg e Qdz2. E
tambem vale a recproca, qualquer graco mnimo inteiro em Nil3 e desta forma. Em [12],
B. Daniel e L. Hauswirth, mostraram para o espaco de Heisenberg Riemanniano Nil3, que
todo graco mnimo completo e inteiro.
Neste captulo resolvemos o problema de Bernstein no espaco de Lorentz-Heisenberg
Nil31(). Baseado em [20], construmos uma representac~ao tipo Weierstrass para superfcies
de curvatura media constante prescrita em R3 e observamos as semelhancas com a repre-
sentac~ao dada pela Proposic~ao 2.1. Utilizando o teorema de Chern dado em [9], deduzimos
a n~ao existe^ncia de gracos maximos inteiros em Nil31() com  6= 0. Isto implica a n~ao
existe^ncia de gracos maximos completos em Nil31().
Procedendo de forma similar ao que foi feito no captulo anterior, vamos encontrar
uma formula de representac~ao para superfcies com curvatura media prescrita (H 6= 0)
em R3.
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Seja X :  ! R3 uma imers~ao conforme em que  e uma superfcie de Riemann
orientavel com para^metros isotermicos z = u + iv. Sua primeira forma fundamental e











; e3 = e1  e2:
Denotaremos a imers~ao X por
X(z) = (x1; x2; x3) = (F; h):
Sobre o pullback complexicado X(TR3)




X = 1e1 + 2e2 + 3e3:
A conformalidade de X nos garante que
0 = h2Xz; 2XziR = 21 + 22 + 23 :
Lembre-se que h; iR : TR3  TR3 ! R denota a metrica usual do R3.



























































;  = 3 = 2hXz; e3iR:
A aplicac~ao g e chamada aplicac~ao de Gauss de X.
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; i = 1; 2; 3; (3.5)
onde X = (x1; x2; x3) 2 R3 e h12 = h21.
Seja S2 a esfera unitaria em R3. Considerando S2 como a esfera de Riemann trivial,
vamos cobri-la usando usando a uni~ao de dois conjuntos abertos U1 = fS2nf(0; 0; 1)gg e








2 C; se (a; b; c) 2 U2: (3.7)
Veja que as duas projec~oes est~ao relacionadas da seguinte maneira: 1(p)2(p) = 1; 8p 2
U1 \ U2.
Calculando j2j2 temos
















1 + j2j2 = 1 + 1  e33
(1 + e33)
=






E assim, temos a equac~ao
(1 + j2j2)(1 + e33) = 2: (3.8)
Observac~ao 3.1 Pela denic~ao da aplicac~ao de Gauss, estamos revertendo o vetor nor-
mal unitario e3. Assim, vale a igualdade 2 =  g.
Reescrevemos de um modo mais adequado aos nossos propositos a formula de repre-
sentac~ao para superfcies de curvatura media prescrita dada por Kenmotsu em seu artigo
publicado em 1979.
Para tanto, necessitaremos dos seguintes lemas:






















































































































































































































Utilizando a descric~ao do vetor e3, dada pela equac~ao (3.1), e as equac~oes (3.2) e (3.3),
vamos calcular o valor dos coecientes que multiplicam cada um dos hij.
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Analogamente, a parte imaginaria do coeciente de h12 e zero. E procedendo de forma






















E pela equac~ao (3.8), segue o resultado.







(1 + j1j2)2 @
@z
(x1 + ix2): (3.9)
Lema 3.2 Seja X :  ! R3 uma imers~ao conforme da superfcie de Riemann  com
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coordenadas isotermicas z = u+ iv. Temos a seguinte relac~ao:
4
@x1@z   i@x2@z


















































































































































































































































































2 = 22(1 + e33)  2(e231 + e232) = 22(1 + e33)  2(1  e233)
= 2(1 + e33)(2  1 + e33)
= 2(1 + e33)
2:











(1 + j2j2)2 :
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+ 2(1 + e33)(e31   ie32)









































































































































































































Analogamente, podemos provar que a parte imaginaria tambem e zero. E assim, segue o
resultado.




















Demonstrac~ao: Como 12 = 1 em U1 \ U2, temos
@
@z






Utilizando o Lema 3.1 e a equac~ao (3.9), segue
 H
2
(1 + j1j2)22 @
@z
(x1 + ix2)  H
2
(1 + j2j2)21 @
@z









(x1 + ix2)  H
2




(x1   ix2) = 0
 H
2




(x1 + ix2)  H
2
























































Ja possuimos todas as ferramentas necessarias para demonstrar a formula de repre-
sentac~ao dada por Kenmotsu para superfcies de curvatura media prescrita n~ao-nula.
Proposic~ao 3.1 Se a curvatura media H(p) e constante e n~ao-nula para todo p 2 X(),
ent~ao a imers~ao isotermica X = (F; h) : ! R3 pode ser descrita em termos da aplicac~ao
de Gauss g e da curvatura media H por:
Fz =
2gz
H(1 + jgj2)2 ; Fz =  
2g2gz
H(1 + jgj2)2 ; hz =
2ggz
H(1 + jgj2)2 :

























= F z: (3.10)
Como 2 =  g, temos que
F z =
2gz
H(1 + jgj2)2 ;
e tomando o conjugado em ambos os lados
Fz =
2gz
H(1 + jgj2)2 :







Fz =  22F z:
E pelo resultado anterior
Fz =   2g
2gz
H(1 + jgj2)2 :
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H(1 + jgj2)2 :

Podemos observar as semelhancas entre a representac~ao dada pela Proposic~ao 3.1 e a
representac~ao tipo Weierstrass para superfcies maximas em Nil31() dadas pela Proposic~ao
2.1 do captulo anterior. Mais detalhadamente:
Observac~ao 3.2 Sejam X : ! Nil31() e Y : ! R3 imers~oes conformes dadas pelas
Proposic~oes 2.1 e 3.1, respectivamente. Quando Y tem curvatura media constante igual
a  6= 0, as projec~oes horizontais de X e Y diferem apenas por uma rotac~ao no plano
complexo.
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De fato, seja g : ! C [ f1g a aplicac~ao de Gauss da imers~ao X. Das Proposic~oes
2.1 e 3.1, temos que as projec~oes horizontais de X e Y satisfazem:









(1 + jgj2)2 ;
Y ()  R3 ) Fz = 2gz
(1 + jgj2)2 ; Fz =  
2g2gz
(1 + jgj2)2 :
Denic~ao 3.2 Seja X : 
 ! Nil31() uma imers~ao tipo-espaco. Quando a projec~ao
horizontal denida por (x1; x2; x3) 7! x1+ ix2 2 C e sobrejetora, dizemos que X e inteira.
Antes de demonstrar que n~ao existem gracos maximos completos em Nil31(), enun-
ciaremos aqui um resultado que e demonstrado em [29].
Proposic~ao 3.2 Seja 
 um domnio em C e seja X : 
 ! Nil31() uma imers~ao tipo-
espaco. Suponha que X e completa com respeito a metrica Riemanniana induzida. Ent~ao,
X e um graco inteiro e 
 e um domnio simplesmente conexo.
Demonstrac~ao: Veja [29].
Vamos agora demonstrar o teorema mais importante deste captulo em que o aspecto
principal e justamente a semelhanca descrita na Observac~ao 3.2.
Teorema 3.1 N~ao existem gracos maximos completos em Nil31() com  6= 0.
Demonstrac~ao: Assuma, por contradic~ao, que exista uma imers~ao maxima completa
X : 
! Nil31(), onde 
 e um domnio em C. Como a metrica ds2 = dx2+dy2  [(ydx 
xdy) + dz]2 do nosso espaco ambiente Nil31() satisfaz a estimativa dx
2 + dy2  ds2, a
projec~ao horizontal (x; y; z) 7! (x; y; 0) aumenta o comprimento de arco de curvas. E
pela Proposic~ao 3.2, conclumos que  = X(
) e um graco inteiro sobre todo o plano
R2  f0g e o domnio 
 e simplesmente conexo.
Apos uma mudanca de orientac~ao, podemos assumir tambem que a aplicac~ao de Gauss g
de  satisfaz jgj < 1. Como 
 e um domnio simplesmente conexo e g e uma aplicac~ao
harmo^nica em C [ f1g, o Teorema de Kenmotsu, Teorema 4 dado em [20], nos permite
construir uma imers~ao X : 
 ! R3 com curvatura media constate  6= 0 tal que sua
aplicac~ao de Gauss tambem e a aplicac~ao harmo^nica g. Como jgj < 1, temos que  =
X(
) tambem e um graco em R3.
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Alem disso, de acordo com a Observac~ao 3.2, apos uma rotac~ao, podemos assumir que 
e  possuem a mesma projec~ao horizontal. Desse modo,  e um graco inteiro sobre
todo o plano R2  f0g. O que e uma contradic~ao devido ao Teorema de Chern dado em






Superfcies Maximas em Nil31( )
Em [18], Hopf descobriu que a parte (2,0) da segunda forma fundamental complexi-
cada de uma superfcie de curvatura media constante H imersa no espaco Euclidiano R3
e uma diferencial quadratica holomorfa. Em [1], U. Abresh e H. Rosenberg introduziram
uma diferencial quadratica holomorfa nos espacos produto S2R e H2R, e estenderam
o resultado de Hopf para esferas de curvatura media constante nestes espacos. Posterior-
mente, em [2], generalizaram o seu resultado para os espacos produto M2()  R, onde
M2() e um espaco de formas. Em [3], D. Berdinsky e I. Taimanov, mostraram que se
diferencial de Abresch-Rosenberg e holomorfa em uma superfcie contida no espaco de
Heisenberg tridimensional Nil3, ent~ao a superfcie e de curvatura media constante. Em
[14], I. Fernandez e P. Mira, obtiveram uma generalizac~ao deste resultado para espacos ho-
moge^neos tridimensionais, E3(; ), com grupo de isometria de dimens~ao 4 e os para^metros
 e  satisfazendo determinadas condic~oes. B. Daniel mostrou em [11] que a diferencial de
Abresch-Rosenberg de uma superfcie mnima em Nil3 coincide com a diferencial de Hopf
de sua aplicac~ao de Gauss g em H2 a menos de uma constante. Encontramos a mesma
situac~ao para as superfcies maximas no espaco de Lorentz-Heisenberg Nil31().
Neste captulo, mostramos que a diferencial de Abresch-Rosenberg de superfcies
maximas em Nil31() e holomorfa.
Seja X = (F; h) : ! Nil31() uma imers~ao maxima conforme tipo-espaco, em que  e
uma superfcies de Riemann com para^metro isotermico z = u+ iv e dados de Weierstrass
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(e  g   2if)dz2
n~ao e holomorfa em superfcies maximas contidas em Nil31(). Perturbamos a diferencial
de Hopf em  usando a diferencial da func~ao altura  =  2hXz; E3i.
Denic~ao 4.1 Denimos a diferencial de Hopf da imers~ao X por:
P = pdz2 =
1
2
hN;rXuXu  rXvXv   i(rXuXv +rXvXu)idz2:








Introduzimos a diferencial de Abresch-Rosenberg
~P = ~pdz2 = (p  i2)dz2:
De agora em diante, assumiremos que  tem curvatura media nula.
Denic~ao 4.2 A diferencial de Hopf da aplicac~ao de Gauss g e dada por




O teorema 2.1 nos diz que a aplicac~ao de Gauss g : ! C [ f1g satisfaz a equac~ao






que sua diferencial Q e holomorfa.
Teorema 4.1 Quando a imers~ao tipo-espaco X :  ! Nil31() possui curvatura media
nula, sua diferencial de Abresch-Rosenberg ~P e holomorfa na superfcie .
Demonstrac~ao: Mostraremos que a diferencial de Abresch-Rosenberg ~P coincide com a
diferencial de Hopf Q da aplicac~ao de Gauss g a menos de uma constante.
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= rfXu iXvgfXu   iXvg
= rXuXu  rXvXv   i(rXuXv +rXvXu)
= c1E1 + c2E2 + c3E3;














Tambem segue da equac~ao (2.1) que podemos escrever8<: 2Fz = 1 + i2 = 3
Usando o sistema de equac~oes (4.1) e a denic~ao da diferencial de Hopf P = pdz2, dada























(g + g) + i
@2
@z















































Fzg   F zg = 
2
(1  jgj2):
Combinando os resultados acima com o Lema 2.5, obtemos







(1 + jgj2)2 =
i
  q:




A Corresponde^ncia entre Gracos
CMC em R3 e gracos maximos em
Nil31( )
Neste captulo, analisamos os gracos maximos em Nil31() e atraves da equac~ao da
curvatura media, construmos uma corresponde^ncia entre os gracos maximos no espaco
de Lorentz-Heisenberg Nil31() e os gracos de curvatura media constante em R3.
Considere a seguinte imers~ao tipo-espaco
(x; y) = (x; y; q(x; y)) 2 Nil31():
Note que 8<: x = (1; 0; qx)y = (0; 1; qy):
Escrevendo na base fE1; E2; E3g de TNil31()8<: x = E1 + (qx + y)E3y = E2 + (qy   x)E3
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Para a imers~ao , um vetor normal tipo-tempo e dado por
n = x  y =  aE1   bE2   E3
onde 8>>><>>>:
a = qx + y
b = qy   x
hn; ni = a2 + b2   1 < 0:
Assim, obtemos o vetor normal unitario tipo-tempo
N =
1p
1  a2   b2 ( aE1   bE2   E3)
com hN; Ni =  1 e os vetores x e y podem ser escritos como
x = E1 + aE3
y = E2 + bE3
(5.1)
Calculando os coecientes da primeira forma fundamental I temos
E = hx;xi = 1  a2 F = hx;yi =  ab G = hy;yi = 1  b2:
Observac~ao 5.1 Por  ser uma imers~ao tipo-espaco, a metrica induzida do espaco am-




1  a2   b2 =
q
1  (qx + y)2   (qy   x)2:
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As segundas derivadas da imers~ao , de acordo com as equac~oes (5.1), s~ao dadas por
rxx = rE1+(y+qx)E3(E1 + (y + qx)E3)





ryx = rE2+bE3(E1 + aE3)
= rE2E1 + E2(a)E3 + arE2E3 + brE3E2







rxy = rE1+aE3(E2 + bE3)
= rE1E2 + E1(b)E3 + brE1E3 + arE3E2







ryy = rE2+bE3(E2 + bE3)
= E2(b)E3 + brE2E3 + brE3E2
=  2bE1 + @b
@y
E3












Os coecientes da segunda forma fundamental induzida por N s~ao




f = hN;ryxi =  
1
U
((b2   a2)  qxy);





Lema 5.1 Se o graco z = q(x; y) tipo-espaco em Nil31() possui curvatura media nula,
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ent~ao a equac~ao da curvatura media se torna
0 = (1  b2)qxx + 2abqxy + (1  a2)qyy; (5.3)













1  a2   b2

: (5.4)
Demonstrac~ao: Temos que a equac~ao da curvatura media em termos da primeira e da




eG  2fF + gE
EG  F 2 :
Logo, para uma superfcie tipo-espaco de curvatura media nula, a equac~ao se reduz a
0 = eG  2fF + gE:
Substituindo os valores encontrados anteriormente em (5.2) para os coecientes e; f e g
temos
0 =   1
U

(2ab   qxx)(1  b2) + 2((b2   a2)  qxy)ab+ ( 2ab   qyy)(1  a2)
	
= (1  b2)qxx + 2abqxy + (1  a2)qyy:
O que demonstra a equac~ao (5.3).
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1  a2   b2 + ap
















1  a2   b2 + bp



































(1  a2   b2)3=2





(1  a2   b2)3=2

(1  b2)qxx + 2abqxy + (1  a2)qyy
	
:












1  a2   b2

= 0:
E assim, segue a equivale^ncia entre as equac~oes (5.4) e (5.3).

Observac~ao 5.2 A func~ao am q(x; y) = x + y satisfaz a equac~ao das superfcies
de curvatura media nula em Nil31(). Entretanto, quando  6= 0, a limitac~ao dada pela
condic~ao de ser uma superfcie tipo-espaco impede soluc~oes inteiras. De fato,
0 < 1  (qx + y)2   (qy   x)2 = 1  (+ y)2   (   x)2:
Vamos construir agora uma corresponde^ncia entre gracos CMC em R3 e gracos
maximos no espaco de Lorentz-Heisenberg de tal forma que, para cada graco CMC
H 6= 0 em R3 obtemos um graco maximo em Nil31( H) e vice-versa.
Teorema 5.1 Seja H 2 R uma constante n~ao-nula. Temos uma corresponde^ncia entre
os gracos z = h(x; y), denidos em um domnio simplesmente conexo 
, de curvatura
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e os gracos maximos z = q(x; y) sobre 













1  a2   b2

; (a; b) = (qx  Hy; qy +Hx)
onde valem as seguintes relac~oes
(qx  Hy; qy +Hx) =
 
 hyp













1  a2   b2 ;
 ap
1  a2   b2

; a2 + b2 < 1:
Demonstrac~ao: Seja z = h(x; y) um graco com curvatura media constante H em R3.
Seja  = hx,  = hy e ! =
p
1 + h2x + h
2
y. Reescrevemos a equac~ao da curvatura media






























e fechada. O Lema de Poincare nos garante que toda 1-forma fechada e exata em um
domnio simplesmente conexo. Assim, existe uma func~ao q : 
! R tal que Dq = J . Ou



















Vamos mostrar que o graco z = q(x; y) e uma superfcie maxima em Nil31( H).






Pelo Lema 5.1, q(x; y) deve satisfazer a equac~ao (5.4). De (5.7) segue que
1p





























































Logo, a equac~ao (5.4) e satisfeita. Portanto, q(x; y) e um graco maximo em Nil31( H).

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Observac~ao 5.3 Temos duas corresponde^ncias entre gracos de curvatura media cons-
tante em R3 e superfcies maximas no espaco de Lorentz-Heisenberg: uma via a aplicac~ao
de Gauss harmo^nica, dada pela Observac~ao 3.2 e o Teorema 3.1, outra pelo Teorema 5.1.
Na equivale^ncia dada pelo Teorema 5.1, a aplicac~ao de Gauss g do graco z = h(x; y) cor-
responde a aplicac~ao de Gauss ig do graco z = q(x; y). Assim, as duas corresponde^ncias
s~ao as mesmas.
Usaremos agora o Teorema 5.1 para construir alguns exemplos de superfcies maximas
em Nil31().
Exemplo 5.1 Considere o hemisferio z = h(x; y) =  p2   x2   y2 denido sobre o
domnio x2 + y2 < 2 em que  > 0. Seu graco correspondente de curvatura media nula
em Nil31( 1) e o plano z = q(x; y) = c sobre o disco x2 + y2 < 2, onde c 2 R e uma
constante arbitraria.
De fato, escolha  = 2. Assim, H = 1
2

















Analogamente, temos que qy = 0.
Portanto, a superfcie maxima em Nil31( 12) e qualquer graco do tipo q(x; y) = c, com
c 2 R.
Vamos calcular a aplicac~ao de Gauss do plano z = 0:
Tomando o vetor normal a superfcie como
N =   x  yjx  yj =
1p
1  a2   b2 (aE1 + bE2 + E3);
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temos que a aplicac~ao de Gauss e dada por:
g = S N = a+ ibp
1  a2   b2 + 1 : (5.8)
Em termos de q(x; y):
g =
qx + iqy   12(y   ix)q
1  (qx   12y)2   (qy + 12x)2 + 1
: (5.9)
Como q(x; y) = 0, temos que
8<: a =  12yb = 1
2
x
















4  x2   y2 : (5.10)




1 + u2 + v2
;
4v
1 + u2 + v2
; 0

; z = u+ iv; jzj < 1;
que e conforme, pois a metrica induzida e dada por
ds2 =
16(1  u2   v2)2
(1 + u2 + v2)4
(du2 + dv2);










2(1 + u2 + v2) + 2(1  u2   v2)
=  v + iu = iz:
Alem disso, a diferencial de Hopf Q da aplicac~ao de Gauss g e identicamente nula.
Exemplo 5.2 Seja  2 R. Considere a parte negativa do cilindro em R3
1 = (x sin()  y cos())2 + z2:
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O graco correspondente a superfcie
z = h(x; y) =  
p
1  (x sin()  y cos())2
e a superfcie maxima em Nil31( 12) dada por
z = q(x; y) =
sin(2)
4
(x2   y2)  cos(2)
2
xy:
sobre o domnio jx sin()  y cos()j < 1.
Observe que
hx =
(x sin    y cos ) sin p
1  (x sin    y cos )2 ;
hy =   (x sin    y cos ) cos p
1  (x sin    y cos )2 :
E assim,
q










(x sin  y cos ) cos p
1 (x sin  y cos )2
1p
1 (x sin  y cos )2






(x sin  y cos ) sin p
1 (x sin  y cos )2
1p
1 (x sin  y cos )2
qy = (x sin    y cos ) sin  + 1
2
x:
Ent~ao, 8<: q(x; y) = x
2
2
sin  cos    xy cos2    1
2
xy + n(y)
q(x; y) =  y2
2
sin  cos  + xy sin2  + 1
2
xy +m(x)
onde n(y) e m(x) s~ao func~oes diferenciaveis.
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Resolvendo o sistema acima obtemos
q(x; y) =
sin  cos 
2
(x2   y2)  cos






(x2   y2)  cos 2
2
xy:
Introduzimos uma parametrizac~ao conforme
X =





; z = u+ iv;
onde a metrica e dada por ds2 = cos2 v(du2 + dv2). Vamos calcular a aplicac~ao de Gauss
para esta parametrizac~ao:
Seja N o vetor normal dado por
N =   Xu XvjXu Xvj =
1
cos v
f  sin v cos E1   sin v sin E2 + 1E3g :
Projetando-o via projec~ao estereograca pelo polo sul, obtemos a aplicac~ao de Gauss
g(z) = S N =






1 + cos v
:















1 + cos v
!






Exemplo 5.3 Considere o cilindro






Aplicando a corresponde^ncia ao graco








obtemos a superfcie maxima em Nil31( 12)




sin (arcsin y + y
p








































1  y2) 1 =   sin 
p
1  y2
qy =   sin 
p
1  y2 + 1
2
x:
Integrando as equac~oes acima obtemos8<: q(x; y) =  32xy + n(y)q(x; y) =   sin 
2
(arcsin y + y
p
1  y2) + 1
2
xy +m(x); jyj < 1:
Assim, resolvendo este sistema




sin (arcsin y + y
p
1  y2); jyj < 1:
Segue de [4] que esta superfcie e invariante sobre a seguinte famlia de translac~oes a
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esquerda
L(x; y; z) = L(;0;0)(x; y; z) =





onde  2 R.
Vamos introduzir a seguinte parametrizac~ao isotermica:
X =

u cos    cos v cos ; sin v; u sin v cos 
2




que induz no plano a metrica conforme ds2 = cos2 v cos2 (du2 + dv2). Utilizando a
parametrizac~ao X vamos calcular a aplicac~ao de Gauss g:
Considere o vetor normal
N =   Xu XvjXu Xvj =

  sin v
cos v cos 








Atraves da projec~ao estereograca via polo sul obtemos a express~ao para a aplicac~ao de
Gauss:
g(z) =  sin v + i cos v sin 
cos v cos  + 1
:




cos v + cos 




sin v sin 




cos v + cos 
(cos v cos  + 1)2
  1
2
sin v sin 
(cos v cos  + 1)2
:
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